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Die Transporterscheinungen in zylindrischen Entladungen
bei Anwesenheit magnetischer Felder

Von J. Frieorica, H. Scuirmer und I. StoBeR

Osram-Studiengesellschaft Berlin
(Z. Naturforschg. 14 a, 1047—1056 [1959] ; eingegangen am 29. Mai 1959)

Es wird die vollstandige Theorie der Transporterscheinungen in zylindrischen Plasmen unter
Beriicksichtigung des Eigenmagnetfeldes — bei Anwesenheit eines longitudinalen Magnetfeldes —
dargestellt. Unter dieser allgemeinen Voraussetzung ist die Entwicklung bis zur zweiten Néherung
gelungen. Bei Beriicksichtigung des Eigenmagnetfeldes oder eines Longitudinalfeldes allein konnen
allgemeine Ausdriicke fiir die n-te Ndherung angegeben werden.

Die Ergebnisse zeigen, daf die innere Verwandtschaft zwischen den entsprechenden Ausdriicken
fiir ein Lorentz-Gas (Lorentz-Plasma) und ein Plasma auch hier zwanglos erhalten bleibt.

Die exakte Theorie der Transporterscheinungen
nicht vollstindig ionisierter Plasmen (bei Anwesen-
heit eines schwachen elektrischen Feldes) ist in frii-
heren Arbeiten dargestellt worden ! 2. Die beschrie-
bene Theorie umfaBt auch den Einflul der Wechsel-
wirkung der Elektronen untereinander durch Ent-
wicklung nach Sonineschen Polynomen entsprechend
dem Vorgehen von Cuapman und Cowring ® und ins-
besondere Lanpsuorr 4. Die Untersuchungen der ge-
nannten Autoren enthalten bereits auch Ansitze zur
Beriicksichtigung des Einflusses des Eigenmagnet-

feldes, das in Entladungen sehr hoher Stromdichte
bedeutungsvoll wird. Der Einflufl des Eigenmagnet-
feldes und eines zur Fiithrung der Entladung zusitz-
lich angelegten longitudinalen Magnetfeldes auf ein
Lorentz-Plasma (,,Lorentz-Gas®) ist kiirzlich be-
trachtet worden ®. Dieser Ansatz wird im folgenden
auf den Fall eines Plasmas (unter Beriicksichtigung
der Elektronenwechselwirkung) iibertragen. Dabei
l1aBt sich die Theorie des Plasmas auf eine Form
bringen, in der — wie schon frither bemerkt? —
jeweils Determinantenausdriicke den Integralaus-
driicken des Lorentz-Plasmas entsprechen.

1. Die Behandlung der Boltzmann-Gleichung eines Plasmas mit Magnetfeld bei bestehender
Zylindersymmetrie

Die BoLrzmann-Gleichung eines Plasmas mit Magnetfeld lautet unter der Voraussetzung der Stationaritat

@+ &) 20l . 20eh —nune[v [ [(F =) adade @
+ 2y [[(f =P adades 2= [ [ [(ff/~ff) gbabdedo,

mit db, als Volumenelement im Geschwindigkeits-
raum der Elektronen, ferner

¥=—-06 (2)

als elektrische und

als magnetische Beschleunigung. Sind H; die Kom-
ponenten des magnetischen Feldvektors §, dann ist

H. Scuirmer u. J. Frieoricu, Z. Phys. 151, 174, 375 [1958].
H. ScuirMer u. J. Frieoricu, Z. Phys. 153, 563 [1959].

S. Cuapman and T. G. Cowring, The Mathematical Theory
of non-uniform Gases, University Press, Cambridge 1953.
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die jeweilige Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz)
eines Elektrons um die i-Richtung.

Zur Lésung der Gl. (1) wird als Geschwindigkeits-
verteilungsfunktion f der stoflenden Elektronen an-
gesetzt

f=fo(1+v-9(v)) (5)

mit f, als ungestorte Borrzmann-Funktion; entspre-

4 R. Lanpsnorr, Phys. Rev. 76, 904 [1949]; 82, 442 [1951].
5 H. ScmirMer, Z. Naturforschg. 14 a, 318 [1959].
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chende Ausdriicke werden angesetzt fiir f =f(0")
nach dem Stof und fiir f., f." als Geschwindigkeits-

mit ]m'= =

(i=1, 2, 3) als Komponenten von j: :

Die ,,Transportquerschnitte* Q,(v), Q;(v) der
Atome und lonen gegeniiber Elektronen sowie die
Elektronenwechselwirkungsintegrale (7) sind in fri-
heren Arbeiten besprochen worden .

Wegen (0 x @)- y="V-(w x 1) ergibt sich mit den

Abkiirzungen
o_ Ll (_3r - 2 T 3ne }ﬁ
D= (%) C= ¥+ [ +l2®)
aus (6) das Gleichungssystem
Cho—D(5 = )fo= @x ) (9)
+ 411()1}) Y fot+nedes

hierbei ist

A@) = —— (10)

a (om) £ 2o )

die frither ¢ definierte freie Weglange der Elektronen
in einem Lorentz-Plasma ohne Magnetfeldeinwir-

kung. Mit Hilfe des Ansatzes

v‘.’
zgop..s,(wz) (11)
fir die Entwicklung der Losungsfunktion nach
Sonineschen Polynomen S, (v*/w?®) und gemidfl der
weiteren Behandlung der Gl. (9) entsprechend dem
frither beschriebenen Vorgehen! 2 ergibt sich aus
Gl. (9) das (unendliche) lineare Gleichungssystem?

D O = ~ @ X Py —l——?—w

)
O0x — o WXy
€ 5 3B(x+Ld 3 4=

pl vx 5

(12)

0| &

6 H. ScuirMer, Z. Phys. 142, 1, 116 [1955].
7 Im Falle eines vollstindig ionisierten Plasmas (ny=0) tritt
hier und in den folgenden Entwicklungen einfach formal n;

ZEnfee i (235 +1)- (5 -

foe [0-0 (") + 0.0 yi(v)) —0-Dy;(v) —0-Doy;(ve)] -g b db de dv,
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verteilungen des gestollenen Elektrons vor und nach
dem Stof3. Damit ergibt sich aus (1)

S5
= =0 9 (Qu(v) + LQu0) ) fo+ 220,

(7)

hierbei sind die /,» die Integrale
Irx—lrx+ - Il "_—'ile
n;

a

(12 a)

gemil} den Gln.(18) bis (21) und (28) in Teil I der
zitierten Arbeit?!. d,. ist das Kronecker-Symbol und
B(p, q) die EuLeErsche Beta-Funktion (mit der Fakul-

tait durch die Relation B(p+1.q+1) = TEEI—ZSIT
verbunden).
Fir jede Komponente aufgeschrieben, werden

durch Gl. (12) insgesamt drei lineare Gleichungs-
systeme dargestellt, aus denen die pi», die Kompo-
nenten der D,. zu bestimmen sind. Die unendlichen
Gleichungssysteme sind wie frither durch Abbrechen
nach einer Nummer n naherungsweise zu losen. Aus
den p () ergeben sich dann nach den bekannten Re-
12,5 die Komponenten der Stromdichte,
J%, aus p® und p® die Komponenten des Wirme-
stroms der Elektronen, Wg’;),

Werden fiir die Darstellung der Komponenten-
schreibweise Zylinderkoordinaten gewahlt, dann
durchlduft ¢ die Indizes z, r, ¢ . Der Ubergang auf
Zylinderkoordinaten bringt keinerlei Schwierigkei-
ten mit sich; er ist frither® schon bei Aufstellung
der Borrzmann-Gleichung vorgenommen worden.

Aus den auf diese Weise aus (12) entstehenden
drei linearen Gleichungssystemen lieflen sich alle in-
teressierenden Fille ablesen.

lationen

in n-ter Ndherung.

Fir eine im folgenden betrachtete zylindrische
Entladung ist die Nebenbedingung fir die Strom-
losigkeit in radialer Richtung

er:0 (13)

von Bedeutung®, die durch p,,=0 erfiillt wird
und die die in E, enthaltene Zwangsbeschleunigung

an die Stelle des ny , wie aus (12) und (12 a) und auch aus
der Borrzmann-Gleichung (1) leicht zu ersehen; die Inte-

grale I, enthalten dann die /%, nicht mehr.
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(e/m) G, festlegt. Ferner verschwinden wegen der
Zylindersymmetrie die ¢-Komponenten von % und
OT/31; es ist also E; =0, Dy =0 zu setzen. Schlief3-
lich gilt fiir die Radialkomponente des Vektors w
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w, =0, da ein Magnetfeld in radialer Richtung nicht
auftritt.

Auf Grund dieser Bedingungen ergeben sich nun
aus (12) die drei Gleichungssysteme

. 5 _ _2_ [ (n) <
(I). EI(SOx'— —2—D161x—- 3 B(H+1 ¢) pr;g ;px,,
(II) : E e 5D by 2 0P 0rPgx | 2 i ™ I (14)
2 r Ox—? r lx—g Bx+LD +‘3—wnav:0prr v’
2 ()
(1Lh) 0= 3 Be11D p’*)+‘“’" Z Por L,
(2=0,1,2,...,n)
Die Losungen dieser Gleichungen bestimmen die % 1 <E Sox — %D 61,,) (15)
gesuchten Transportkoeffizienten in allgemeinster Wi
Form unter der Voraussetzung eines Eigenmagnet- _ iwg s + P I
feldes (wy+0) und eines zusatzlichen longitudina- wny B(%+1, H
len Magnetfeldes (w,+0). (2=0,1,2,...,n)
mit den Losungen

2. Stromdichte und Wirmestrom einer Entladung =

mit Eigenmagnetfeld bzw. mit longitudinalem o _ 3 1 (,:2 00 Aif;m

Magnetfeld allein 2 wna £ ) 27 T )
“p “p
1
Wird ein Eigenmagnetfeld bzw. ein longitudinales a0 A 16}

Magnetfeld allein vorausgesetzt, dann lassen sich p{® = 2 L (E % % :;) ) ;
Stromdichte und Wéarmestrom der Elektronen fiir i Aw(p Aw.p

die n-te Naherung — mit Beriicksichtigung der Ne-
benbedingung (13) — in geschlossener Form an-
geben.

a) Eigenmagnetfeld allein wirkend (w,+0, w,=0)

In diesem Fall verschwindet (III) identisch wegen
w,=0. Die Multiplikation von (II) mit der imagi-
niren Einheit ¢ und die Addition (I) +z-(II) ergibt
mit D, +iD,=D, E,+iE,<E, p™+ip®=p®

P,
das System

T One
oT

7Q%_m%kapf4m@[ 1)+ 08,

T

5 Sm <Agl)00) + Jm
N 5) T2

hierin ist 4™ die (symmetrische) Koeffizienten-
P

determinante von (15) mit den Elementen

L.+i (17)

VK s

n).

A™  sind die entsprechenden Un-
?

'I’
wnaB(x+l,2)
(r,2=0,1,2,...,
A(") A(n)

terdetermmanten Die formale Separation von Real-
teil e und Imaginirteil Jm dieser Determinanten
ergibt schliefilich unter Beachtung von (13)

[ ()|
Te (A (2 00)

(41 ZZ 10>

Re (Jw 00)

10’

1(_

(18)

(120
(n)
*m@w@A%“
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Wida, =155, (” %1) +nek T { [b“” Gz

e:ra) ew,
(o[22 1] ) (20 g 2 5 () o
ea) n aT T e )w,{ T aI g, }He (qun)oo) )Re (A(afzoo)

[l <—_ 6T> <_ ;; (Agl)oo) + om( M”w)) (/_ ; (4w 00) + Jm (Aw 10) ] Jm (LIZ:;OO) 4('1)\>

T o e (AEII)I,,)OO) Re (Agl)oo) e (J(a:;)oo) T

| o

D(n)

ew,

+ 1 < aT) (2 Ne (Jw 001 l)om (Jgt,)) Gm(*“" 00) + wm(ﬁw 10) Jﬁdm(Jw u)]
T\ o)\ 4| (me (J(“j';m)r ﬂ\e(dﬁ,)oo)

N 5 3111(.18200) = 3’"(“'5’:210) 4 .
2 :T{e(J(uf,,)oo) )

we, =4 (-5 - neLTHbgquGz

)
. { e z% N I o 20 _l_ 3 ii_T B i dm (Jw 00) —Lum(Jw 10) 4 Jm (A(n 00) 40
D¢ | ne 0T T HeTho, | 7 or 2 me(dfj”m) . ‘]19( (11) )) o,
_pm 1 T\ (25| Me (Jw 0011) m(_}("q)) «ml(Jm 00) Um(Jw 10) -I-?Sm(-lgl,,)n)
- equ(_‘aj) 4 R - %
le w 00) -\e(Jw 00)
~ (n) | oy (n) n)
+2 g0 3.3 (egto) +3m (doy o) [‘409] = M (=20)
“r 2 ‘Rc(_'l(") ) . ‘“E(Jm 00)
hierbei sind
o V=9 1
24 ﬂie(dfj;)) "nl(J("))%tn(;lf,f'q)oo) ' (21)
Re ( Jgt’)()o) B Re ( (n) ) Re ( ngq)oo)
1. Jm ( Jg:oo) Jm (-’151,;)11) = ISm ( Ji,i',,’m)f
l(n) _J_gé_A | me(_]gl‘l)oo“)me(_l(‘:q)) (22)
Hy * 4R [ Re ( - (“:1)00) Sm(Jil'q’.)Sm (ng,,)uo) }
Ng + :
Je ( w, 0011) Re (ngq)) RNe ( JS:,,)()()]])
: . g o ' . Re (4™ 1)
die ,,mittleren freien Weglangen® fiir elektrische A(n b P T e g (26)
Leitfahigkeit 0., und Wirmeleitfahigkeit %, 2 - Me (. 1(")00)

Beweglichkeit, Diffusion und Thermodiffusion der

2 ¢ [1)\
b2"¢3¢=§%<7_) Zf,",,),q- (23)  Elektronen; Ag’) ist eine schon frither erwahnte
»
KopplungsgroBe 2 5 6,

Do _—;—177‘6"“)) , 24) opplungsgréoBe ) . _

¥ g i =%n (?k) 51 (27)

- v Lo
(n) _ p) [ gy P
Démno, = Del, (Aa.,, 5 ) (25) ' e Flekivonenswinmaleiibabigleit
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b) Longitudinales Magnetfeld allein wirkend
(w,+0, we=0)

In diesem Fall wird in (15) das Gleichungssystem
(I) magnetfeldfrei. Da jetzt weder (II) noch (III)
p;'? enthalten, werden die z-Komponenten der Strom-
dichte und des Warmestroms von einem longitudina-

len Magnetfeld unter den vorliegenden Bedingungen
nicht beeinfluf8t 3, d. h.

o ) (28)
W, =W (29)

j& und W sind bereits frither* angegeben wor-
den.

Die radiale Komponente des Warmestroms ergibt
sich durch eine dem Fall a) analoge Rechnung, nach
der in (14) nun (II) 4+2-(III) addiert wird. Aus
dem entstehenden Gleichungssystem

3 1 5 \
(E, Sue—5-D; 01 )

2 wn,

(30)

iw,z q(n) s (n)
R .. M n [
wng B(x+1, $) +,,Zoq” v

(#x=0,1,2,...,n)

mit ¢ =p " +ip{"), ergeben sich die GréBen ¢fj”
und ¢{" in ganz analoger Form wie in (16), nur
erscheinen jetzt £, und D, an Stelle von E und D
und w, an Stelle von w,, .

Mithin wird

A™ A®
3 1 0,00 w, 10
(n) _ 2
90" =3 wna(Er A +D, A ]
. ,
T T (31)
3 1 A(a?)lo A(n)u
m_ _ 2 z “z7" .
Lt S i & A +D: Am ]’
w, ﬂ)z

die Determinanten A(‘:‘Z) enthalten [anal. dem Fall a)]

die Elemente

. wr
va+lm X 5 (32)
(v,2=0,1,2,...,n).
Unter Beachtung von (13) wird nun
; 3T
v, =/.ggz(_ —aT) (33)

mit /'.g’?,z und Zﬁ"‘zz entsprechend (27) und (22).
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c¢) Verschwindendes Magnetfeld w,=0, w, =0

Mit verschwindendem Magnetfeld gehen die De-
terminanten gemall (17) und (32) in die des ma-
gnetfeldfreien Falles der fritheren Entwicklungen 12
iber, die Definitionen (21) bis (27) verhalten sich
entsprechend. Die Endformeln (18), (19), (20)
und (33) umfassen mithin die entsprechenden Aus-
driicke ohne Magnetfeld vollstandig.

3. Die Transportkoeffizienten eines Plasmas im
Falle gleichzeitigen Vorhandenseins des Eigen-
magnetfeldes und eines zusitzlichen
Longitudinalfeldes

Unter der Voraussetzung w,+ 0, wy # 0 1aBt sich
das diesen Fall umfassende Gleichungssystem (14)
nicht in einfacher Weise in so allgemeiner Form
behandeln wie in den Féllen des Abschnitts 2. Im
folgenden wird daher, bezugnehmend auf die Kon-
vergenzbetrachtungen der fritheren Arbeiten?! 2,
lediglich die nullte bis zweite Naherung explizit dar-
gestellt. Die zweite Ndherung stimmt in dem in
Frage stehenden Bereich der Elektronenstreuung, fiir
ein LorenTz-Gas berechnet, mit den exakten Werten
praktisch tberein. Dies ist auch fir das allgemeine
Plasma — mit Elektronenwechselwirkung — zu er-
warten.

a) 0. Ndherung

In nullter Naherung ergeben sich mit n=0 aus

(14) die drei Gleichungen

3 1 3 1 o - 4B
jwnaEz=——2‘wnaw¢I’£o)+Pi(;loo,
2 wny e 2 wn, (5 Pzo — @2 Pro) (34)
0
+2{0 Loo »
3 1 (© 0)

Hieraus lassen sich Stromdichte und Warmestrom
unschwer berechnen. Es wird unter Beachtung von

(13)

' T 3n
]é(;)wzwq =en, {béo) G, + D&(zO) [T{ .aTe'-}_ l]
1 oT c
. 7(_ g)} (35)
kT 3
Wgoz)wrwq = —e—A(O) .7:-:02)’ Wg)‘”z“’v =0
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(35) l'é.iBt .erkennen, daB3 19 =19 sowie 49 =/{(0) b) 1. Néiherung
unabhingig vom Magnetfeld sind, wihrend [{")
verschwindet*: . Fir die erste Naherung liegt das System der 6
9 =100, Gleichungen
AL g ——.Q D4 oW+ oM I
T M o D0+ P20 Loo + 251 T1g,
D N, SR, Y ¢\ SR | S\
T ¢ Pr1 T ProLi0 T Prida1
3 1
T om (Q P — 2 p(l)) + 189 Ioo + 3 Io (36)
15 1
% o D,=Q,p{] -0 P(1)+P§1()) Lo+ 9 Iy,
2
0= =, 50 + P53 Loo + P 1o,
0= 0, Y + P03 Lo + 157 Iy
vor; hierbei ist gesetzt 8.
15 i " . Die Losung dieses linearen Systems ergibt — wie-
T T [em®]  (i=z,¢) (37)  derum unter Anwendung von (13) —
(1) _ ) @ [T Sne a \1/(_ 2T 2 Iy 2 1
g0, =ene (D26, + (DR 50 +1] +D8o) (= )] [1+ Byt + 2 gs
Q, 1 2 1 T
&) _qo\| L (_ LR
+DR7e (3 -4 |7 (-50) =+ 7 (- )l (38)
M _sw(_2T
Wezwxw¢ _}'ew ( ax>

+nekT{[me 4 (D(l)[ ! Oa"e } +D§%hw> %(— 3—T>
o _ loo 25 Ioo _ ( 4 _ i)] 25 wm_ 3
e [T( )< Ty A [4 L\ T3 Q‘fz G =)

1(_ 3T\ 5 1 (5 In <1>_£)]}
# gl )-Qmu(u,” oIk

T or 2
o o (_ ST
Werwzw¢ =4 u)( ar>
T kT{[me +(p® ) [T Sne +1} +DW _1_(_3_T o, L{qv_3 (40)
& ne oT eThw | 7 3z * L 2
@ L _ﬂ) 0, [25 U __L< W _ 3‘2”
+D9“’T( 3z) T 4 Iy Iy 4 2) )
In der ersten Naherung fiir Stromdichte und M _ 1 5Q)
: : ° s Lo (41)
Wirmestrom, in deren Formeln rechts der Index w 14 (2240 2) _doo
zur Abkiirzung fiir das Auftreten eines Eigenmagnet- I, 4D
feldes w, und eines zusatzlichen longitudinalen Ma- 31y 1 7.1
% . ljw = l4 ) (4’2)
gnetfeldes w, gewihlt wurde, treten w, und w, nicht 14 (2,24 Q.2 I
P

nur explizit in 2., £, , sondern auch implizit in der 1; AW

Beweglichkeit bew, im Diffusionskoeffizienten Dew
ur‘ld . m.l Thermodlﬂusmnskoef'ﬁ.menten Derno auf. s Ist das Plasma vollstandig ionisiert (nz=0), so ist an Stelle
Die in ihnen enthaltenen Definitionen des n, die Zahl der Ionen nj zu setzen; siche Anm. 7.
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mit I,V und ;) gemaB friiheren Definitionen 2,

stimmen iiberein mit (21) und (22) (Eigenmagnet-
feld), falls dort 22 durch (22 + .Qf,) ersetzt wird.
Auch die Definition (26) fiir Aful) bleibt erhalten;
es ist AS) =AW,

Fiir w, =0 oder w, =0 gehen die Ausdriicke (38)
bis (40) der 1. Naherung in die entsprechenden
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Gln. (18) bis (20) oder (28), (29), (33) mitn=1

uber.

¢) 2. Ndherung

Fiir die zweite Naherung besteht das zu l6sende
Gleichungssystem aus den 9 Gleichungen

3 1 2
27'w'n-aE - _FQ'PP?O) +P(9)IOO+P(;)110+P;%120,
-2 2D,- - Q0 +P0 Lo +PA Iy + PR Iy,
4 wny
g = ——Q P37 +p %o o Loo + PR Iy + PR Iy, s
3 1 2
ggn_aE = 3([2,,1)(,23 Q, P(Z)) pro Loo +P5Y I + P53 Ig
15 1
e wnaDr= Q‘rpg)l) sz,(pzf +P(2)110'LP Iy +p& 101, (43)
7 5
0 = Z(Q¢p; -0 p(2))+p£20) Loy +P3 Iy + P33 s,
2 o o)
0 = 52,28 +P53 Lo+ P I +P 3 Ing s
0 = Q0 +093 Lo +P3 Iy + P53 Iy
7
B = 1223 +P0 Lo+ P Iy + P33 Iy
s 38 " : 5 . B@2,3) B(2, (2)
Tatsédchlich 1aBt sich auch dieses Gleichungssystem [, 4+ (—1)**~ (22 +9,)

durch geeignete Behandlung 16sen. Werden zunichst
die ersten und die letzten drei Gleichungen jeweils
fiir sich als lineares System der p® bzw. pff: auf-
gefallt und deren Losungen in die mittleren drei
Gleichungen eingesetzt, so ergibt sich ein lineares
System der p®, dessen dreireihige Koeffizienten-
determinante @@ die Elemente

B L) Bt LD 55
enthilt mit A® als Determinante der Elemente .
(»,2=0,1,2) und A® als deren zweireihige Unter-
determinanten. Von der Losung dieses Systems aus-
gehend, sind nun — unter Beachtung von (13)
Stromdichte und Wérmestrom in zweiter Naherung
darstellbar ®. Wird unter 6 der Hauptminor von
O vyerstanden, so wird

9 T 3 1 T
]Sa;wxw =en, {[bgzz) Gz + (D(Z) [n ane } D(ez%hm) T ( %x—”
@ @) :
Q2 2, 46 49 [Loo 459 Q.2
2 (A8 + ke g |- 1] [QI“Q"’”) + ke =

2) 1
DR (-

DG -42)row -2

9y 1 oT
-k ko] + D8 (- 35

Q.
7?1 L?w} »

]\72

® Auf eine nidhere Beschreibung des Losungswegs wird in einer spiteren Arbeit eingegangen werden.
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W0, =43 (- 2T) 1, AT{[béﬁGﬂL(Df)[nTe aa"T +1] + Do) ( )}
ag - 2230 T+ i S8 B[ 1 ) 100
5 s n)] 02 (- 30 5 (3 - 42) (o 38 4
- %ﬁ%[lmkl 7 w] (2,2 + O, ]) %(k1+—110)k),,]
#DF(= 57) Ul
R M i
p@L(-3L [gkgf,,+ (% - Ag?)) k). (46)
In diesen Formeln sind zur Abkiirzung
ky =1 AR+ 1914(’21) + 111 483, [cm®]
key =12~2+%111- [cm?]
iy = (Ag;—’> . %) by— by cm?]
b= (48~ 2) T -2 ht S0+ 08) o | v
4 _;’) (49 A(%))Aff:: - %122 A®) —Io ko) [cm?]
tnd N=dAD— T (2:+95) [em*] | geseta.

Als freie Weglinge beziiglich der elektrischen Leitfahigkeit bzw. der Warmeleitfahigkeit eines Plas-

mas ergeben sich die Ausdriicke

2 2\ 2
P e
4 AE)%) A
I8 = = o] I3, (48)
| 0 2 2 ia 00 2] 2\2
T4 (27 +2) + 16 42 4@ (@7 + )
(2)
49 4y 2 o2
T16 7 4@ (@2 +2)
7(2 122 4 2) .
lg._u): - k ( )) 49 I ( ) l}.~ L] (49)
4t (R QD) 0 (224 22
2) A(2) z (' 2 2 z
Jt)() Al 16 _450) A® v
B B . grole A® vom Magnetfeld abhingig; es ist
mit [, und [;® entsprechend fritheren Definitio- 4@
nen 2. 45 (12 o
i 5 ' e K -, = 90— (@2 + 92 o
In der zweiten Naherung ist auch die Kopplungs- 00 — g \*r Ty
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7 B+
B A(’)
1%t G
(2
4 AOO)

oder A® = “A® (51)

mit 42 gemaR friiheren Arbeiten 2. Diese Definitio-
nen sowie alle Formeln der zweiten Naherung lassen
sich in den Spezialfillen w, =0 bzw. w, =0 auf die
oben angegebenen Formeln (18) bis (22) bzw.
(28), (29), (33) zurickfihren. Es zeigt sich, daf}
auch diese (ganz entsprechend der ersten Niherung)
aus den allgemeinen Formeln fir den Fall des Eigen-
magnetfeldes hervorgehen, wenn dort nur (mit
n=2) .Qi durch (.Qi +.Qi ) ersetzt wird. Daher
ist in diesen Ergebnissen auch der Fall verschwin-
denden Magnetfelds (w,=0, w,=0) vollstindig
enthalten.

4. Vergleich mit den Formeln eines
Lorentz-Plasmas

Ohne die Beriicksichtigung der Elektronenwechsel-
wirkung geht die Borrzmann-Gleichung (1) eines
Plasmas tber in die Borrzmann-Gleichung eines
Lorentz-Gases (Lorentz-Plasmas), fiir das die Lo-
sungen in analytischer Form angegeben werden kon-
nen. Dies ist unter Vorgabe des allgemeinen Magnet-
feldansatzes (3), (4) kiirzlich geschehen®. Ein Ver-
gleich der hier vorliegenden Ergebnisse fiir ein
Plasma mit den Resultaten im Falle eines LorenTz-
Gases zeigt, daB}, ganz entsprechend den friheren
Ergebnissen!2, die Form der Gleichungen fiir
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Stromdichte- und Warmestromkomponenten analog
erhalten bleibt. Nach wie vor entsprechen den Inte-
gralausdriicken des Lorentz-Gases die Determinan-
tenausdriicke des Plasmas.

Fir den Fall, dal nur ein Eigenmagnetfeld auf-
tritt (w,=0, we+0), sind die Ergebnisse unmittel-
bar tibertragbar, falls neben der Einfithrung der De-
finitionen (23) bis (27) noch

Sm (Amoo)

T Re (4(7200)

m (A(”) o)+ dm (A(’;)IO)

> (83)

(52)

(w¢ To wq,) gog =

]

A )

%5 rsm (A(”)) Re (47

(wq %ao%) goy = Z

(n)
@p00 11)

[Re (45 )

dm (A‘") o)+ 2Sm (_1(") ) +3Jm (Ag‘)n)

(54)

gesetzt wird. Die Art der Darstellung der Gln. (18)
bis (20) laBt den Zusammenhang unmittelbar er-
kennen.

Die Beziehungen (52) bis (54) bleiben jedoch
auch erhalten, wenn neben dem Eigenmagnetfeld
noch zusitzlich ein Longitudinalfeld betrachtet wird.
Es ist nur — fir die zweite Ndherung aufgeschrie-
ben — wiederum Qg zu ersetzen durch (Q7 +.Q:).
Falls zum Zwecke des Vergleichs mit dem LorenTz-
Gas nun noch

2)

_ 02 49 [4o0 —100
(U)z Tow)2q3, = = ( Ag)) A(Z) 0 161 A(O) = ][-Q 2+.Q 2], (55)
2) (2) (2) (2)
- Q25 (7 : 7 ABO 4o 49 1004 iin
2 =22 = [__ A2 — @) - ] e 2 2
(@700)? g = 22 2 (S 40+ 40 + 35 ko[l‘i'j(g)}—i-m a1 J(,)) 1)12.2+2.), 56)
2) (2)
Q2 25 2 ) 49 ) o di0  4n
(0, Tow) 2 33 = VZ 4( [AE)O)_}_A() 2 A(),) (0) ko[ +2 7 +_<27J
di0 oo

4 49
" 16

gesetzt wird, dann laft sich der Zusammenhang mit
dem Lorentz-Gas auch in den Formeln (44) bis
(46) iberblicken.

Auch fiir den Fall des hier angesetzten allgemei-

(2)

88 A
1°+J(,))—1J[QZ+.Q 2] (57)

e
JO()

2
Iy, Ago) (1
A(Q)

nen Magnetfeldes besitzen die Ausdriicke fiir Plasma

und Lorentz-Gas eine vollstindig analoge Form.
Die vorliegende Untersuchung hat gezeigt, daf}

die Transportkoeffizienten eines stationdren Plasmas
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auch fiir den Fall eines vorgegebenen Magnetfeldes,
das sowohl das Eigenmagnetfeld als auch ein Longi-
tudinalfeld umfaf}t, berechnet werden konnen. Die
hierfir angegebenen Formeln fiir die Stromdichte
jezw und die Warmestromkomponenten Wero und

H. J. KAEPPELER

Wer. enthalten den Einflul der Elektronenwechsel-
wirkung bis zur zweiten Naherung.

Wird Eigenmagnetfeld oder Longitudinalfeld je
fur sich betrachtet, so lassen sich die Naherungen
n-ter Ordnung angeben.

Uber eine statistische Beschreibung vollionisierter Plasmen

Von H. J. KAEPPELER

Aus dem Institut fiir Hochtemperaturforschung der Technischen Hochschule Stuttgart
(Prof. Dr. Kruce, Prof. Dr. Hécker)
(Z. Naturforschg. 14 a, 1056—1069 [1959] ; eingegangen am 13. August 1959)

Ausgehend von der LiouviiLe-Gleichung werden mit Hilfe der Methoden der mathematischen
Statistik die makroskopischen Gleichungen fiir ein vollionisiertes Plasma abgeleitet. Eine allgemeine
Hawmivton-Funktion fiir vollionisierte Plasmen, welche auch Strahlungsemission und Wechselwirkung
zwischen Strahlung und Materie beriicksichtigt, wird aufgestellt und dient zur Ableitung der
MaxweLLschen Gleichungen fiir Plasma-Mikrofelder und allgemeiner hydromagnetischer Gleichungen.
Durch die Auffassung der Losung der Wahrscheinlichkeitsdichte in der LiouviiLe-Gleichung als
Momentenproblem ergibt sich ferner ein System von Integro-Differentialgleichungen zur Darstellung
der eingefiihrten Partialmomente, die sich gleichzeitig als die Transportgroen deuten lassen, die in
den makroskopischen Gleichungen auftreten. Die Momentengleichungen werden ebenfalls aus der
Bovrrzmany-Gleichung hergeleitet. Die beiden Beschreibungen gehen ineinander iiber und man erhilt
gleichzeitig ein losbares System von partiellen Differentialgleichungen, wenn man von vornherein
tiber die inneren Felder im Plasma mittelt und nur deren kumulative Wirkung beriicksichtigt. Dies
erscheint erlaubt fiir den Fall, dal die mittlere freie Wegldnge grof3 gegen den Desye-Radius ist.
Es wird diskutiert, warum die so erhaltenen Gleichungen nicht geeignet sind, eine zufriedenstellende
Beschreibung mikroskopischer Erscheinungen im Plasma zu geben, jedoch ein in sich geschlossenes
System fiir die Anderung makroskopischer Observablen darstellen, die ferner geeignet sind, Relaxa-

tionserscheinungen von Transportgroflen zu erfassen.

Eine der wesentlichen Aufgaben der theoretischen
Plasma-Physik ist die Ableitung geeigneter Gleichun-
gen, die eine vollstindige Beschreibung makrosko-
pischer, wie auch mikroskopischer Erscheinungen im
Plasma erlauben. So z.B. haben Brueckxer und
Warsox ' 2 makroskopische Gleichungen aus der
Borrzmans-Gleichung und Brirrin? sehr allgemeine
hydromagnetische Gleichungen aus der LiouviLLE-
Gleichung abgeleitet. In friiheren Arbeiten*~7 von
Verf. und Mitarbeitern wurde versucht,
Grundlagen zur statistischen Behandlung von mehr-
komponentigen, reagierenden, nicht-isothermen Plas-
men auszuarbeiten. Besondere Beachtung wurde da-
bei der Anwendung und Erweiterung der Grapschen
Methode 8 der Losung der Borrzmann-Gleichung fir
den Fall von Plasmen ™7 geschenkt.

Kurz vor Fertigstellung dieser Arbeit wurde dem
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