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Es wird die vollständige Theorie der Transporterscheinungen in zylindrischen Plasmen unter 
Berücksichtigung des Eigenmagnetfeldes — bei Anwesenheit eines longitudinalen Magnetfeldes — 
dargestellt. Unter dieser allgemeinen Voraussetzung ist die Entwicklung bis zur zweiten Näherung 
gelungen. Bei Berücksichtigung des Eigenmagnetfeldes oder eines Longitudinalfeldes allein können 
allgemeine Ausdrücke für die n-te Näherung angegeben werden. 

Die Ergebnisse zeigen, daß die innere Verwandtschaft zwischen den entsprechenden Ausdrücken 
für ein LoRENTz-Gas (LoRENTz-Plasma) und ein Plasma auch hier zwanglos erhalten bleibt. 

Die exakte T h e o r i e der T r a n s p o r t e r s c h e i n u n g e n 
nicht v o l l s t ä n d i g i on i s i er ter P l a s m e n ( b e i A n w e s e n -
heit e ines schwachen elektrischen F e l d e s ) ist in f rü -
heren A r b e i t e n dargeste l l t w o r d e n 2 . D i e beschrie-
b e n e T h e o r i e u m f a ß t auch d e n E i n f l u ß d e r Wechse l -
w i r k u n g der E lek t ronen u n t e r e i n a n d e r durch Ent-
w i ck lung nach SoNiNEschen P o l y n o m e n entsprechend 
d e m V o r g e h e n v o n C H A P M A N u n d C O W L I N G 3 u n d ins-
b e s o n d e r e L A N D S H O F F 4 . D i e U n t e r s u c h u n g e n der ge-
nannten A u t o r e n enthalten bere i ts auch Ansätze zur 
Berücks i cht igung des Einf lusses d e s E i g e n m a g n e t -

fe ldes . das in E n t l a d u n g e n sehr h o h e r S t r o m d i c h t e 
b e d e u t u n g s v o l l w i r d . D e r E i n f l u ß des E i g e n m a g n e t -
f e ldes und eines zur F ü h r u n g der E n t l a d u n g zusätz-
lich ange legten l o n g i t u d i n a l e n M a g n e t f e l d e s auf e in 
LoRENTz-Plasma („LoRENTz -Gas") ist kürz l i ch be -
trachtet w o r d e n 5 . D i e ser A n s a t z w i r d i m f o l g e n d e n 
auf den Fal l e ines P l a s m a s (unter Berücks i ch t igung 
der E l e k t r o n e n w e c h s e l w i r k u n g ) ü b e r t r a g e n . D a b e i 
läßt sich d ie T h e o r i e des P l a s m a s auf e ine F o r m 
b r i n g e n , in der — w i e schon f r ü h e r b e m e r k t 2 — 
j e w e i l s D e t e r m i n a n t e n a u s d r ü c k e den Integra laus -
drücken des LoRENTZ-Plasmas entsprechen . 

1. Die Behandlung der Boltzmann-Gleichung eines Plasmas mit Magnetfeld bei bestehender 
Zylindersymmetrie 

D i e BoLTZMANN-Gleichung e ines P l a s m a s mit M a g n e t f e l d lautet unter der V o r a u s s e t z u n g der Stat ionari tät 

+ = na ne | U J 1 ( / ' - / ) fldodc ( 1 ) 
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mit dDe als V o l u m e n e l e m e n t i m Geschwind igke i t s - c o i = J 1 _ L ( i = l , 2 , 3 ) ( 4 ) 
r ä u m der E lek t ronen , f e r n e r 

d i e j e w e i l i g e W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t ( K r e i s f r e q u e n z ) 
3B = — @ ( 2 ) e ines E lektrons u m d i e t -R i chtung . 

Z u r L ö s u n g der G l . ( l ) wird als Geschwind igke i t s -
ais elektrische und Verteilungsfunktion / der stoßenden E l e k t r o n e n an-

x u „ gesetzt ct1 = D x c o (3) c 

f = fJl+t)-Y(v)) (5) 
als magnet i s che B e s c h l e u n i g u n g . S i n d H{ d i e K o m -
p o n e n t e n des magnet i s chen F e l d v e k t o r s dann ist mit / 0 als unges tör te BoLTZMANN-Funktion; entspre-
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chende A u s d r ü c k e w e r d e n angesetzt f ü r / ' = / ( t> ' ) Verteilungen des g e s t o ß e n e n E lektrons v o r und nach 
nach d e m S t o ß u n d f ü r / e , fe' als Geschwindigke i ts - d e m S t o ß . D a m i t e r g i b t sich aus ( 1 ) 
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mit Jei= - j - j y y / o / o e t ö - ö " V i ( v ' ) + D -De' — Ö-D - D - D e ^ i ( ^ e ) ] - g 6 d 6 d e d D e (7) 

( i = 1. 2 , 3 ) als K o m p o n e n t e n v o n / e . 
D i e „ T r a n s p o r t q u e r s c h n i t t e " Qn{v), Qi(v) der 

A t o m e u n d I o n e n g e g e n ü b e r E lektronen s o w i e d ie 
E l e k t r o n e n w e c h s e l w i r k u n g s i n t e g r a l e ( 7 ) s ind in f rü-
heren A r b e i t e n b e s p r o c h e n w o r d e n 1 . 

W e g e n (D X oo) • xp = Ö -(co x xp) e rg ibt sich mit den 
A b k ü r z u n g e n 

T 3n(, ^ 
ne 3 T 

(8) 

aus ( 6 ) das G le i chungssys tem 

Ä(v) 

( 9 ) 

xp f0 + neJe; 

hierbe i ist 

A{v) 
na(Ca(^)+ — C?i (f) 

«a 

d i e f r ü h e r 6 de f in ier te f r e i e W e g l ä n g e der E lektronen 
in e i n e m LoRENTz-Plasma o h n e M a g n e t f e l d e i n w i r -
k u n g . M i t H i l f e des Ansatzes 

(11) 

f ü r d i e E n t w i c k l u n g der L ö s u n g s f u n k t i o n nach 
SoMNEschen P o l y n o m e n Sv(v2/w2) und g e m ä ß der 
we i teren B e h a n d l u n g der Gl . ( 9 ) entsprechend d e m 
f r ü h e r bes chr i ebenen V o r g e h e n 2 erg ibt sich aus 
Gl . ( 9 ) das ( u n e n d l i c h e ) l ineare Gle i chungssystem ' 

e <5o* - 4 ® d u = 4 + 4 » na f > , U , ; 

( 1 2 ) 
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h ierbe i s ind d ie / , * d ie Integra le 
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g e m ä ß d e n G l n . ( 1 8 ) b is ( 2 1 ) und ( 2 8 ) in Te i l I der 

zit ierten A r b e i t 1 . ö v x ist das KRONECKER-Symbol u n d 

B(p, q) d i e EuLERsche Be ta -Funkt i on (mi t der Fakul -

tät durch d ie R e l a t i o n B(p + l . q + l ) = 
F 7 (P + 9 + 1) ! 

v e r b u n d e n ) . 

F ü r j e d e K o m p o n e n t e au fges chr i eben , w e r d e n 
durch Gl . ( 1 2 ) insgesamt drei l ineare Gle i chungs -
sys teme dargestel l t , aus denen d ie p / v , d ie K o m p o -
nenten der p * , zu b e s t i m m e n s ind . D i e unendl i chen 
G l e i c h u n g s s y s t e m e s ind w i e f r ü h e r durch A b b r e c h e n 
nach e iner N u m m e r n n ä h e r u n g s w e i s e zu lösen . A u s 
den p Iq* e r g e b e n sich d a n n nach den bekannten R e -
la t ionen 2 ' 5 d i e K o m p o n e n t e n der Stromdichte . 

( 1 0 ) / e i * ' a u s Pio u n d p\V K o m p o n e n t e n des W ä r m e -
s t r o m s der E lek t ronen . W ^ , in n-ter N ä h e r u n g . 

W e r d e n für d ie Dars te l lung der K o m p o n e n t e n -
s c h r e i b w e i s e Z y l i n d e r k o o r d i n a t e n gewähl t , dann 
durch läu f t i d i e Ind izes x, r, cp . D e r Ü b e r g a n g auf 
Z y l i n d e r k o o r d i n a t e n b r i n g t keinerle i Schwier igke i -
ten mit s i ch ; er ist f r ü h e r 5 s chon bei A u f s t e l l u n g 
der BoLTZMANN-Gleichung v o r g e n o m m e n w o r d e n . 

A u s den auf d iese W e i s e aus ( 1 2 ) entstehenden 
drei l inearen G le i chungssys temen l ießen sich alle in-
teress ierenden Fäl le ab lesen . 

F ü r e ine im f o l g e n d e n betrachtete zy l indr ische 
E n t l a d u n g ist d i e N e b e n b e d i n g u n g f ü r d ie S t r o m -
los igke i t in rad ia ler R i chtung 

hr = 0 ( 1 3 ) 

v o n B e d e u t u n g 6 , d i e durch pro = 0 erfül l t w i r d 
und d i e d ie in Er enthaltene Z w a n g s b e s c h l e u n i g u n g 

6 H . SCHIRMER, Z . Phys . 1 4 2 , 1, 1 1 6 [ 1 9 5 5 ] , 
7 Im Falle eines vollständig ionisierten Plasmas (rca = 0) tritt 

hier und in den folgenden Entwicklungen einfach formal n\ 

an die Stelle des na » wie aus (12) und (12 a) und auch aus 
der BoLTZMANN-Gleichung (1) leicht zu ersehen; die Inte-
grale / enthalten dann die /^ nicht mehr. 



(e/m) Gr fest legt . F e r n e r vers chwinden w e g e n der cor = 0 , da e in M a g n e t f e l d in rad ia ler R i chtung nicht 
Z y l i n d e r s y m m e t r i e d i e 99 -Komponenten v o n © u n d auftr itt . 
dT/dx; es ist also Ev = 0 , D<p = 0 zu setzen. Schl ieß- A u f G r u n d d ieser B e d i n g u n g e n e r g e b e n sich nun 
lieh gi lt f ü r d i e R a d i a l k o m p o n e n t e des V e k t o r s co aus ( 1 2 ) d i e drei G l e i c h u n g s s y s t e m e 

( I ) : 

( I I ) : 

( I I I ) : 

(«) (n) „ n 
v ä $ n A 2 MvPxn -MxPv* . 2 V«<») T Er <50* - - D r du = - + Z ZV ' 

v = 0 

(x = 0 , 1, 2 , . . . . n ) . 

( 1 4 ) 

D i e L ö s u n g e n d ieser G le i chungen b e s t i m m e n d ie 
gesuchten T r a n s p o r t k o e f f i z i e n t e n in a l lgemeinster 
F o r m unter d e r V o r a u s s e t z u n g e ines E i g e n m a g n e t -
f e ldes ( OJtp =/= 0 ) u n d e ines zusätzl ichen l o n g i t u d i n a -
len M a g n e t f e l d e s ( c o ^ O ) . 

2. Stromdichte und Wärmestrom einer Entladung 
mit Eigenmagnetfeld bzw. mit longitudinalem 

Magnetfeld allein 

W i r d e in E i g e n m a g n e t f e l d b z w . ein l ong i tud ina les 
M a g n e t f e l d al lein vorausgesetzt , d a n n lassen sich 
S t r o m d i c h t e u n d W ä r m e s t r o m der E lektronen f ü r 
d ie n-te N ä h e r u n g — m i t Berücks icht igung der Ne-
b e n b e d i n g u n g ( 1 3 ) — in gesch lossener F o r m an-
g e b e n . 

a) Eigenmagnetfeld allein wirkend (a>vj=0. cox = 0 ) 

In d i e s e m Fal l verschwindet ( I I I ) identisch w e g e n 
OJx = 0 . D i e M u l t i p l i k a t i o n v o n ( I I ) mit d e r imag i -
nären E inhe i t i u n d d i e A d d i t i o n ( I ) + i - ( I I ) e rg ib t 
mit Dx + iDr = D. Ex + i Er = E, p f j 

das S y s t e m 
+1 p (n) p(«) 

2 w na 

1 

1 ö>«r P.x 
iv na B(x + 1, f ) 

(y. = 0 , 1 , 2 , . . . , / » ) 

mit d e n L ö s u n g e n 
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hier in ist A ^ d i e ( s y m m e t r i s c h e ) K o e f f i z i e n t e n -
<p 

d e t e r m i n a n t e v o n ( 1 5 ) mi t den E l e m e n t e n 

+ i ' , , ( 1 7 ) 

wn!iB(x + l,f) 

(v,x = 0, 1 , 2 , . . . , n ) . 

00 ' ' s i n d d i e entsprechenden U n -
terdeterminanten . D i e f o r m a l e S e p a r a t i o n v o n Real -
teil 9te u n d Imag inär te i l d ieser Determinanten 
erg ib t schl ießl ich unter Beachtung v o n ( 1 3 ) 
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die „mi t t l e ren f r e i en W e g l ä n g e n " f ü r elektrische 
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Bewegl ichkei t , D i f f u s i o n u n d T h e r m o d i f f u s i o n der 
( 2 3 ) E l e k t r o n e n ; A ^ ist e ine s chon f r ü h e r e r w ä h n t e 

K o p p l u n g s g r ö ß e 2 ' 5- 6 , 
( 2 4 ) 

d ie E lekt ronenwärmele i t fäh igke i t . 



b) Longitudinales Magnetfeld allein wirkend 
(cox=£ 0 . coT = 0 ) 

In d i e s e m Fal l w i r d in ( 1 5 ) das G le i chungssys tem 
( I ) m a g n e t f e l d f r e i . D a jetzt w e d e r ( I I ) noch ( I I I ) 
P(xv enthalten, w e r d e n d i e x - K o m p o n e n t e n der S t r o m -
dichte u n d des W ä r m e s t r o m s v o n e i n e m l ong i tud ina -
len M a g n e t f e l d unter d e n v o r l i e g e n d e n B e d i n g u n g e n 
nicht bee in f lußt 5 , d . h . 

(28) :(n) _ :(ri) 
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KnL = wTx; ( 2 9 ) 

u n d fV(enJ s ind bere i ts f r ü h e r 2 a n g e g e b e n w o r -

den . 

D i e rad ia le K o m p o n e n t e des W ä r m e s t r o m s erg ib t 
sich durch e ine d e m Fal l a ) a n a l o g e R e c h n u n g , nach 
d e r in ( 1 4 ) n u n ( I I ) + i - ( H I ) add ier t w i r d . A u s 
d e m entstehenden G l e i c h u n g s s y s t e m 
3 . . . . - . . , . 

( 3 0 ) 2 w 
L - ^ ^ - A z ) ^ ! « ) 

(n) i cox q x 

w n^ B{x-\-\, f ) 

(x = 0, 1, 2 , . . . , n ) 

mit = p<" ) + e r g e b e n sich d ie G r ö ß e n q{^> 

u n d q ^ in g a n z a n a l o g e r F o r m w i e in ( 1 6 ) , n u r 
erscheinen jetzt Er u n d Dr an Stel le v o n E u n d D 

u n d OJX an Stelle v o n OJ^ . 

M i t h i n w i r d 
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d i e D e t e r m i n a n t e n A^1) enthalten [ana l , d e m Fal l a ) ] 
a>x 

die E lemente 

OJx Ivx + i 
w na B{x +1, |) 

(v,x = 0, 1, 2 , . . . , « ) . 

Unter Beachtung v o n ( 1 3 ) w i r d n u n 

7Mn) = ; ( n ) / \ 
er<ox -e«.^ 3r J 

mit / £ > und I f l entsprechend ( 2 7 ) u n d ( 2 2 ) . 

( 3 2 ) 

( 3 3 ) 

c) Verschwindendes Magnetfeld cox = 0, av = 0 

Mit v e r s c h w i n d e n d e m M a g n e t f e l d g e h e n d i e D e -
terminanten g e m ä ß ( 1 7 ) u n d ( 3 2 ) in d i e des ma-
g n e t f e l d f r e i e n Fal les der f r ü h e r e n E n t w i c k l u n g e n 2 

über , d i e D e f i n i t i o n e n ( 2 1 ) b is ( 2 7 ) verha l ten sich 
entsprechend. D i e E n d f o r m e l n ( 1 8 ) , ( 1 9 ) , ( 2 0 ) 
und ( 3 3 ) u m f a s s e n m i t h i n d i e entsprechenden A u s -
drücke o h n e M a g n e t f e l d v o l l s t ä n d i g . 

3. Die Transportkoeffizienten eines Plasmas im 
Falle gleichzeitigen Vorhandenseins des Eigen-

magnetfeldes und eines zusätzlichen 
Longitudinalfeldes 

Unter der V o r a u s s e t z u n g co x 4= 0 , ojq, 0 läßt sich 
das d iesen Fall u m f a s s e n d e G l e i c h u n g s s y s t e m ( 1 4 ) 
nicht in e in facher W e i s e in so a l l g e m e i n e r F o r m 
b e h a n d e l n w i e in den Fä l l en des Abschn i t t s 2 . I m 
f o l g e n d e n w i r d daher , b e z u g n e h m e n d auf d ie K o n -
vergenzbet rachtungen der f r ü h e r e n A r b e i t e n 2 , 
l ed ig l i ch d i e nul lte b i s zwe i te N ä h e r u n g expl iz i t dar-
gestellt . D i e zweite N ä h e r u n g s t immt in d e m in 
F r a g e s tehenden Bere i ch d e r E l e k t r o n e n s t r e u u n g , f ü r 
e in LoRENTz-Gas berechnet , mi t d e n exakten W e r t e n 
praktisch übere in . D i e s ist auch f ü r das a l l g e m e i n e 
P l a s m a — mit E l e k t r o n e n w e c h s e l w i r k u n g — zu er-
warten. 

a) 0. Näherung 

In nullter N ä h e r u n g e r g e b e n sich mit n = 0 aus 
( 1 4 ) d i e dre i G l e i c h u n g e n 
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2 iv 
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2 m; n
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2 iv na 
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2 w 
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4- 7)<0) T + Pro i 00 ' 
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( 3 4 ) 

Hieraus lassen sich S t r o m d i c h t e u n d W ä r m e s t r o m 
unschwer b e r e d i n e n . Es w i r d unter B e a c h t u n g v o n 
(13) 

T 3 ne J 
ne 3 T 

Wi0) = A(0) ,-(0) TT/ (0) _ Q 
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( 3 5 ) 



( 3 5 ) läßt e rkennen , d a ß /£> =Z<r°> s o w i e A ™ 
u n a b h ä n g i g v o m M a g n e t f e l d s ind , w ä h r e n d I f l 
ve rs chwindet 2 : 

I f l = Z<°> = 0 . 

b) 1. Näherung 

F ü r d ie erste N ä h e r u n g l iegt das Sys tem der 6 
G le i chungen 

3 1 
2 f «a 
15 1 
4 w na 

3 1 
2 u> na 

15 1 
4 w «a 

E - — —Q 7>(1) 4- -n(1) T -4- T 5 <pPrO + PxO *00 + Vxl i10' 

(Q<( p ™ - ß , + rf» 7 0 0 + / 1 0 , 

n = Q _ O W1) _i_ J -L „(i) j ur— Z"*<pVx\ il!xP<pl ' PrQ -MO + Prl J11 ' 

0 = — ß © ( 1 ) 4- ® ( 1 ) 7 4 » ( 1 ) 7 u 5 il£xPrO ' /Vo J00 ' / 'vi MO ' 

0 = Q 7){1) 4 7 4- 7)(1) 7 

( 3 6 ) 

v o r ; h ierbe i ist 

O. — 0Ji 

gesetzt 8 . 
D i e L ö s u n g dieses l inearen Systems erg ib t — wie-

T ^ u T r ^ t c m " ] = d e r u m unter A n w e n d u n g v o n ( 1 3 ) — 

;<D 

m1}. 

bwG + D{1) "p III T I I III 
T 3 Tie j 

ne 3 T 

X } ) I -

+ 1) 
1 e cu j 1 « 

3 T\ 

eThcu I rp I 3a; 

3 r \ , 1 / 3 7 
3 i / / , , 1 71 \ 3r 

l + ü l ? « _ 4 Q 2 _ L 
* / , , Zl(l) » / « 

( 3 8 ) 

n? k T 

dx ) 

+ Dw 1 pr« 

T 3 ne ^ 
ne dT 

7 ( - £ » ' « 

n(D 
eThto 

3 r 
3x + -Q2 

o 5 1 

* / „ Zl(l) 
25^ /oo_ / j ( l ) 
4 / „ 2 f 2 1 

* 2 V 

( 3 9 ) 

JJ7(D 
ertax(o(f e tu 

3 r 
3r 

ft'1'« + M — nP kT 

+ 2>(D _ 1 J T ] ß , T eoi j- I ' ' 

T 3ne 

. "e 3 r 
+ fl&J-f-^ ß 1 / ^ ( 1 ) _ ( 4 0 ) 

25 /QO 

4 / , , 2 
- L 

In der ersten N ä h e r u n g für St romdichte u n d 
W ä r m e s t r o m , in d e r e n F o r m e l n rechts der I n d e x a) 
zur A b k ü r z u n g f ü r das A u f t r e t e n e ines E i g e n m a g n e t -
f e l d e s Cücp u n d e ines zusätzl ichen l ong i tud ina len M a -
g n e t f e l d e s cox g e w ä h l t w u r d e , treten cdx und to? nicht 
n u r expl iz i t in Q x , Q v , s o n d e r n a u d i impl iz i t in der 
Beweg l i chke i t b e u , i m D i f f u s i o n s k o e f f i z i e n t e n Dew 
u n d i m T h e r m o d i f f u s i o n s k o e f f i z i e n t e n DeTba> auf . 
D i e in ihnen enthaltenen D e f i n i t i o n e n 

e = 1 — y — u " . c n » 
i + w + f l ^ j ^ . 

S = 1 j — V ' K ( 4 2 ) 
i + W + f l , » ^ 

8 Ist das Plasma vollständig ionisiert (n a =0) , so ist an Stelle 
des 7ia die Zahl der Ionen n; zu setzen; siehe Anm. 7. 



mit 7o(1) u n d U » g e m ä ß f r ü h e r e n D e f i n i t i o n e n 2 , G i n . ( 1 8 ) b is ( 2 0 ) o d e r ( 2 8 ) , ( 2 9 ) , ( 3 3 ) m i t n = l 
s t immen i ibere in mit ( 2 1 ) u n d ( 2 2 ) ( E i g e n m a g n e t - ü b e r , 
f e l d ) , fa l ls dor t Q % durch ( ß 2 + Q \ ) ersetzt w i r d . 
A u c h d ie D e f i n i t i o n ( 2 6 ) f ü r A ( » b le ib t e rha l t en ; 
es ist A < y = A W . 

c) 2. Näherung 

F ü r cox = 0 o d e r (jov = 0 g e h e n d i e A u s d r ü c k e ( 3 8 ) F ü r d i e zweite N ä h e r u n g besteht das zu l ö s e n d e 
b is ( 4 0 ) d e r 1. N ä h e r u n g in d i e entsprechenden G le i chungssys tem aus den 9 Gle i chungen 

3 1 

2 w rea 
e t = 

1 5 _ 1 

4 W NA 

D r = 

3 

2 w 

+P?olo0+P<?!ll0+P%l20, 

- + p g j A o + Pxl A l + Pxl A l > 

- L o r>w + J d(2) 7 , „(2) T 
4 Pr2 Px0£20 ' Pxl121^ Px2122' 

1 E - —lü -i,(2) - O + n<2> / 4- n<2> 7 + n(2> / „a r — y l^vPirO ^xVcpOJ ^ PrO ^00 ^frl MO ^20 > 

0 = 

Q , p f l - Q x p j » + p S A o + p<? A i + P<§ A i , 

0 tfl - Q z + p<20> A o + PFI} A l + P<? A 2 , 

0 - — £> ® ( 2 ) + o ( 2 ) 7 + D ( 2 ) 7 + D ( 2 ) 7 

0 - ö ® ( 2 ) + D ( 2 ) I 4- D ( 2 ) 7 -J- D ( 2 ) 7 u — il£xPr 1 ^P<f0- I10 P . f l - ' l l P<p 2 J21 ' 

0 = — ß ® ( 2 ) 4- o ( 2 ) 7 -j- d ( 2 ) 7 -j- o ( 2 ) 7 u 4 x Pr2 FpO^O £>1 ^21 Pcp2 i 22 ' 

( 4 3 ) 

Tatsächl ich läßt sich auch dieses G le i chungssys tem 
durch gee igne te B e h a n d l u n g l ösen . W e r d e n zunächst 
d ie ersten u n d d ie letzten dre i G l e i c h u n g e n j ewe i l s 
f ü r sich als l ineares Sys tem der p<. 2 )bzw. p ^ auf -
g e f a ß t u n d deren L ö s u n g e n in d i e mitt leren drei 
G l e i c h u n g e n eingesetzt, so erg ibt s ich ein l ineares 
S y s t e m d e r p f ^ , dessen d r e i r e i h i g e K o e f f i z i e n t e n -
de te rminante © ^ d ie E l e m e n t e 

/ , . * + ( - 1 ) " + * 
5 ( 2 , 1 ) 5 ( 2 , 1 ) J ( 2 ) 

5(v + l , f ) f ) ^(2) 

enthält mit als De te rminante der E lemente I v x 

(v,x = 0 , 1 , 2 ) u n d als deren z w e i r e i h i g e Unter -
de terminanten . V o n der L ö s u n g dieses Sys tems aus-
g e h e n d , s ind nun — unter Beachtung v o n ( 1 3 ) — 
S t r o m d i c h t e u n d W ä r m e s t r o m in zweiter N ä h e r u n g 
d a r s t e l l b a r 9 . W i r d unter 6>[>2) d e r H a u p t m i n o r v o n 
© ' v e r s t a n d e n , so w i r d 

T 3 ne 

ne 3 T 
- 1 

1 4 . Q * 2 ( 7 AM-l-*™ k 
+ ~5vM2~ 0 0 0 + 16 

^ eThcu] T d x 

I A{2) 
100/J00 
J(2) 

- 1 

+ 7>(2) J _ / _ H 
etu r l 3 

9 Auf eine nähere Beschreibung des Lösungswegs wird in einer späteren Arbeit eingegangen werden. 
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4(2) 
J10 
.(2) 
Joo 

^ 1 6 

/ J<2> 
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3T_ 
3r 
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N2 2 

zi(2) 
00 

I x ^ 
_j(2) 

00 

+ k - 49 1 7 
+ 16 ?2) T 

J10 

7 j i < 

' ' p r 
3 r 

eru)xcolp — "e«) t 3,. / ( 2 ) I - - k T T 3 ne ^ 
«e 3 ^ 

(2) J_ / 37"\ 
ea» y 
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In diesen F o r m e l n s ind zur A b k ü r z u n g 

i. _ 1 /)(-) . JL T Am 4- — 7 /l<2) 
/£„ — / 22 ^ l l ^ 9 21 -I ^ 16 11 -2 1 

= ^22 + ~7" ^11' 

[ c m 6 ] 

[ c m 2 ] 

[ c m 2 ] 

f 
( 4 6 ) 

* » - = - 4 ) T A o - f 7 oo + 4 ^ ( 4 ? + | Ä ) , [ c m 2 ] 

J10 

und 

[ c m 4 ] 

[ c m 4 ] 

( 4 7 ) 

gesetzt. 

A ls f re ie W e g l ä n g e bezüg l i ch der e lektr ischen Le i t fäh igke i t b z w . der W ä r m e l e i t f ä h i g k e i t e ines Plas-
m a s e r g e b e n sich d ie A u s d r ü c k e 

Z < 2 > = 

7 ^ + 
4 4(2) 

J00 ;ts> 

-Inn —1 00 

( 4 8 ) 

7(2) _ 

4 9 4 G 

16 / /l(2) .too £J 

1 ( ß 2 + ß 2 \ + 4 9 7 0 0 / ß 2 , Q > 
i(2) «(2) 1" cp) -r 1 6 ( 2 ) ( 2 ) f i*v J 0 0 J JQQ a 

I?'- ( 4 9 ) 

mit L(-2> und lS 2 ) entsprechend f rüheren De f in i t i o -
nen 2 . 

In der zweiten N ä h e r u n g ist auch d ie K o p p l u n g s -

g r ö ß e A|2) v o m M a g n e t f e l d a b h ä n g i g ; es ist 
j(2) 10 



o d e r 

. 7 aj + a; 
4 1 ( 2 ) I 4 ( 2 ) I (2) _ -J00 ^ 10 

7 flj + fl* 
4 /L(2) 

00 

A (2) (51) 
1 -

mit A r 2 ) g e m ä ß f r ü h e r e n A r b e i t e n 2 . D i e s e Def in i t io -
nen s o w i e alle F o r m e l n d e r zweiten N ä h e r u n g lassen 
sich in d e n Spez ia l fä l l en cox = 0 b z w . wv = 0 auf d ie 
o b e n a n g e g e b e n e n F o r m e l n ( 1 8 ) b is ( 2 2 ) b z w . 
( 2 8 ) , ( 2 9 ) , ( 3 3 ) z u r ü c k f ü h r e n . Es zeigt sich, d a ß 
auch d iese ( g a n z entsprechend der ersten N ä h e r u n g ) 
aus den a l l g e m e i n e n F o r m e l n f ü r den Fall des E igen-
m a g n e t f e l d e s h e r v o r g e h e n , wenn dor t n u r (mit 
n = 2 ) Q2 durch {Q2 ) ersetzt w i r d . D a h e r 
ist in d iesen E r g e b n i s s e n auch der Fal l verschwin-
d e n d e n M a g n e t f e l d s (OJX = 0, o><p = 0 ) vo l l s tänd ig 
enthalten. 

4. Vergleich mit den Formeln eines 
Lorentz-Plasmas 

O h n e d ie Berücks i cht igung der Elektronenwechse l -
w i r k u n g geht d i e BoLTZMANN-Gleichung ( 1 ) e ines 
P l a s m a s ü b e r in d i e BoLTZMANN-Gleichung eines 
LoRENTz-Gases (LoRENTz-Plasmas), f ü r das d i e L ö -
sungen in analyt ischer F o r m a n g e g e b e n w e r d e n kön-
nen. D i e s ist unter V o r g a b e des a l l geme inen M a g n e t -
fe ldansatzes ( 3 ) , ( 4 ) kürz l i ch g e s c h e h e n 5 . E in Ver -
g le ich d e r h ier v o r l i e g e n d e n E r g e b n i s s e f ü r e in 
P l a s m a mit den Resul taten i m Fal le eines L O R E N T Z -

Gases ze igt , d a ß , g a n z entsprechend d e n f r ü h e r e n 
E r g e b n i s s e n 2 , d i e F o r m der Gle i chungen f ü r 

Stromdichte - u n d W ä r m e s t r o m k o m p o n e n t e n a n a l o g 
erhalten b le ibt . N a c h w i e v o r entsprechen den Inte-
g ra lausdrücken des LoRENTz-Gases d ie D e t e r m i n a n -
tenausdrücke des P l a s m a s . 

F ü r den Fal l , d a ß n u r ein E i g e n m a g n e t f e l d auf -
tritt (OJX = 0 , CO^T^O), s ind d ie E r g e b n i s s e unmitte l -
b a r ü b e r t r a g b a r , fa l l s n e b e n der E i n f ü h r u n g der D e -
finitionen ( 2 3 ) b i s ( 2 7 ) n o c h 

(W|P T « J ,20 = — 

öm (4SW 
v «voo' 

( 5 2 ) 

- | 1 , , W , ( 5 3 ) 
v °><f 00' 

(CÔ  Tato_) ^24 — 25 V <O„) \ CO^-OQ!]/ 
( 5 4 ) 

v "VOO' \ <°<p 10' V °><p 11' 

9a e ( J ^ ) v m<p oo' 

gesetzt w i r d . D i e A r t d e r D a r s t e l l u n g der Gin . ( 1 8 ) 
b i s ( 2 0 ) läßt d e n Z u s a m m e n h a n g unmit te lbar er-
kennen . 

D i e B e z i e h u n g e n ( 5 2 ) b is ( 5 4 ) b l e i b e n j e d o c h 
auch erhalten, w e n n n e b e n d e m E i g e n m a g n e t f e l d 
n o c h zusätzl ich ein L o n g i t u d i n a l f e l d betrachtet w i r d . 
Es ist n u r — f ü r d i e zwei te N ä h e r u n g aufgeschr ie -
b e n — w i e d e r u m Q 2 zu ersetzen durch ( Q 2 + £ i 2 ) . 
Fal ls z u m Z w e c k e des V e r g l e i c h s mi t d e m L O R E N T Z -

Gas nun noch 

(0JX XOOJ 

< \ 2 &x2 l 7 A (2) , A00 
(OJX r « . l ^ - i s y l j i ' 
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. UU 7 4 9 
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-1 J00 
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16 
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16 
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J00 00 — 1 
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00 
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( 5 5 ) 

+ 5 6 ) 

i (2) 
( C O , r 0 c o ) 2 , 3 3 - % 2 i ( 4 - [ J f f i + J f f i ] - tl AS + 

r /l (2) '10 , ^11 

4 9 I 0 O ^OO 

4 ? 
1 + 2 + — 

10 ^00 
ZT- / /|(2> z1<2) 

oo ^oo G 9 1 0 i i 
1 + z 4 ( 2 ) + 1 ( 2 ) 

J00 00 
+ + ( 5 7 ) 

gesetzt w i r d , d a n n läßt sich der Z u s a m m e n h a n g mit 
d e m LoRENTz-Gas auch in den F o r m e l n ( 4 4 ) b is 
( 4 6 ) überb l i cken . 

A u c h f ü r den Fall des hier angesetzten a l lgemei -

nen M a g n e t f e l d e s bes i tzen d ie A u s d r ü c k e f ü r P l a s m a 
u n d LoRENTZ-Gas e ine v o l l s t ä n d i g a n a l o g e F o r m . 

D i e v o r l i e g e n d e U n t e r s u c h u n g hat geze igt , d a ß 
d ie T r a n s p o r t k o e f f i z i e n t e n e ines stat ionären P l a s m a s 



auch f ü r den Fall e ines v o r g e g e b e n e n M a g n e t f e l d e s , 
das s o w o h l das E i g e n m a g n e t f e l d als auch ein L o n g i -
tud ina l fe ld u m f a ß t , berechnet w e r d e n k ö n n e n . D i e 
h i e r f ü r a n g e g e b e n e n F o r m e l n f ü r d i e S t romdichte 
jexco und d i e W ä r m e s t r o m k o m p o n e n t e n Wexu und 

Werw enthalten den E i n f l u ß der Elektronenwechse l -
w i r k u n g bis zur zwe i ten N ä h e r u n g . 

W i r d E i g e n m a g n e t f e l d o d e r L o n g i t u d i n a l f e l d j e 
f ü r sich betrachtet, so lassen sich d i e N ä h e r u n g e n 
n-ter O r d n u n g a n g e b e n . 

Uber eine statistische Beschreibung vollionisierter Plasmen 
V o n H . J . K A E P P E L E R 

Aus dem Institut für Hochtemperaturforschung der Technischen Hochschule Stuttgart 
(Prof. Dr. KLUGE, Prof. Dr. HÖCKER) 

(Z. Naturforschg. 14 a, 1056—1069 [1959] ; eingegangen am 13. August 1959) 

Ausgehend von der LiouviLLE-Gleichung werden mit Hilfe der Methoden der mathematischen 
Statistik die makroskopischen Gleichungen für ein vollionisiertes Plasma abgeleitet. Eine allgemeine 
HAMiLTON-Funktion für vollionisierte Plasmen, welche auch Strahlungsemission und Wechselwirkung 
zwischen Strahlung und Materie berücksichtigt, wird aufgestellt und dient zur Ableitung der 
MAxwELLschen Gleichungen für Plasma-Mikrofelder und allgemeiner hydromagnetischer Gleichungen. 
Durch die Auffassung der Lösung der Wahrscheinlichkeitsdichte in der LiouviLLE-Gleichung als 
Momentenproblem ergibt sich ferner ein System von Integro-Differentialgleichungen zur Darstellung 
der eingeführten Partialmomente, die sich gleichzeitig als die Transportgrößen deuten lassen, die in 
den makroskopischen Gleichungen auftreten. Die Momentengleichungen werden ebenfalls aus der 
BoLTZMANN-Gleichung hergeleitet. Die beiden Beschreibungen gehen ineinander über und man erhält 
gleichzeitig ein lösbares System von partiellen Differentialgleichungen, wenn man von vornherein 
über die inneren Felder im Plasma mittelt und nur deren kumulative Wirkung berücksichtigt. Dies 
erscheint erlaubt für den Fall, daß die mittlere freie Weglänge groß gegen den DEBYE-Radius ist. 
Es wird diskutiert, warum die so erhaltenen Gleichungen nicht geeignet sind, eine zufriedenstellende 
Beschreibung mikroskopischer Erscheinungen im Plasma zu geben, jedoch ein in sich geschlossenes 
System für die Änderung makroskopischer Observablen darstellen, die ferner geeignet sind, Relaxa-
tionserscheinungen von Transportgrößen zu erfassen. 

Eine der wesent l i chen A u f g a b e n der theoret ischen 
P l a s m a - P h y s i k ist d ie A b l e i t u n g gee igne te r Gleichun-
gen , d ie e ine v o l l s t ä n d i g e B e s c h r e i b u n g m a k r o s k o -
pischer , w i e auch m i k r o s k o p i s c h e r Ersche inungen i m 
P l a s m a e r lauben . S o z. B . h a b e n B R U E C K N E R und 
W A T S O N 2 m a k r o s k o p i s c h e G le i chungen aus der 
BoLTZMANN-Gleichung u n d B R I T T I N 3 sehr a l l gemeine 
h y d r o m a g n e t i s c h e G l e i c h u n g e n aus der LiouviLLE-
Gle i chung abgele i tet . In f r ü h e r e n A r b e i t e n 4 - 7 v o n 
V e r f . u n d M i t a r b e i t e r n w u r d e versucht , gewisse 
G r u n d l a g e n zur statistischen B e h a n d l u n g v o n mehr-
k o m p o n e n t i g e n , r e a g i e r e n d e n , n i cht - i so thermen Plas-
m e n auszuarbe i ten . B e s o n d e r e Beachtung w u r d e da-
bei der A n w e n d u n g und E r w e i t e r u n g der GRADschen 
M e t h o d e 8 der L ö s u n g der BoLTZMANN-Gleichung für 
den Fall v o n P l a s m e n 5 - 7 geschenkt . 
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